
 

 

2018 

 



 

 
 

30 8 29 22

500

3
93 121 420 45

 
5

1

         

 

46
56 5

 

 



 

 

2
9 12

27

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 



 



, , k 

   
  
 

 
 
 

  
  
  
 

 
(

1961 3
 

( ) ( )
 

1 2 ( )
domino tiling

1
 

 
5 4 1  

1  
1 1 1  

   
   
   

( )
4  

 
 

 
 

90 180 270  
4 4 4 16  

 
 
 
 

  
 
  

  
   

 
   

   
   
   

   
   
   

   
   
   

   
   
   

  



2  
 

 
 

  
3 3 16 2 18  

 
 

 
 

 
 

( ) ( )  
 

 
 
 

 
2 3 2 ( ) 3  

3 ( ) 4  
3 4 3 15 ( ) 

( )  
     

 
 
 

 
2 3 2 3 3 3 9  

2 3 2 3 3 6 ( )  
9 6 15  

( )  
 

 
 

 
 

3 3 3 4 4 8 ( ) 
( ) ( ) ( ) 4 ( ) 2 ( ) 2 15 4 15 2 8 2 106  

 
 ( ) 3 2  

=1 =2                
 

 
 
1 2  

  1   2
      
      

 
   

{ } 1, 2, 3, 5, 8,   

{ }  

1, 1, 2, 3, 5, 8,   
 
 
 
 

   
   
   

   
   
   

     
     
     

     
     
     

     
     
     

     
     
     

     
     
     

     
     
     

     
     
     

     
     
     

     
     
     

     
     
     

      
      

  
  

  
  

 
 

       
       



( (5) ) 
 

 
 

 
 
 

  
     
     

 
 
 
 

3  
( )  

( )  
 

        
        
        

 
 

        
        
        

 

    
 
             
 

 
  

 
 
           

 

        1  
2  

 
 

           

         
          
 

         
 

    1  
          2       

 
 

 
 

  

   
   

   
   

   
   

    
    

    
    

    
    

    
    

    
    

     
     

     
     

     
     

     
     

     
     

     
     

     
     

       
       

      

       
       

      

        
        

      

        
        
        

        
        
        

  

  

 

 

 



         
   

          
 

 
  

 
 

 
 
 
                             

3

                                       
     
 
 
                            
                                                                                   

      1 2  
    
                                   
 
                = 
 
 

 

                                                             
      3        3  

1 2 =  

 =  

    

 =  

     

   

   
 

1 2 = =   

1 2  
 

3  

3 =  

 =  
        
     

        
        
        

        
        
        

          
          
          

          
          
          

          
          
           

          
           
           



=  

 

+  

 = = =  

     

 =   
3  

 = +  

=  
 

=   
                     

540 2554 11542  
 

) 
( ) ( )

C ( )( )
 

( ) 1  
 
 

( )  
 

 
 
 
 
 

 

( )   ( )  

 
 

   ( )  

 
( )   

              
        

 
 
 
 
 
 

 
 

 
( ) 

 
 

 
 
 

 
 
 

      
      
      

      
      
      

  

 



 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
( ) 
( ) 
( ) 

  ( ) 
( ) ( )  

(1) ( ) =  = 2 3 3 2 6 18 ( ) 
    ( ) =  = 3 3 11  

  (2) ( ) =  
 = 2 11 3 18 + 6 3 + 2 2 + 8 =106 ( ) 

 

( ) 5 5                        
 

           
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

    
 

 
   

 
 

 
 
 
 

            
 

  
  

  
  
  

  
  
  

       
       
       

       
       
       

       
       
       

       
       
       

       
       
       

       
       
       

       
       
       

       
       
       

   
   
   

   
   
   

 

  
  
  
  

  
  
  
  

  
  
  
  

   
   
   
   

   
   
   
   

   
   
   
   

   
   
   
   

   
   
   
   

   

    

 
 

 

 

 



 
 

 
 
 

 
       

 
 

 
 

 
 

   
   )+( )+  

                                =  
                                =  
 

(  
( )             

       
 
 
 
 
 

41       = 25       
 

 
 

 
 
 
 

 
                    

 
=  

 (  
 
 
 
 
 
 
           41  
                     

 ( )  
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

   
   
   

   
   
   
   

   
   
   
   

   
   
   
   

   
   
   
   

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

    
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

 



( )  
 
 
 
 
 
 

11  
2( ) = 2(15 15 11 15) 112 

 
(  

 
 
 
 
 
 

                         
8 8 64    = 3 8 = 24                        = 3 3  

( )  64 24 2( ) 196 
( ) ( )  ( ) (4 ) 

( )   
 

( ) ( ) 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

          ( ) 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

     
     
     
     
     

       
       
       
       
       

      
      
      
      
      

      
      
      
      
      

       
       
       
       
       

       
       
       
       
       

       
       
       
       
       

       
       
       
       
       

        
        
        
        
        

       
       
       
       
       

   

 

 

 
 



 
 
 

 
 
 
 

  

           

 
 
 

 
 

( ) 

=  

 

 

1  

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
                                                            
   
 
 
 
 
 
 
             

 

1  

   

 

      
       
       
       
       

       
       
       
       
       

       
       
       
       
       

       
       
       
       
       

       
       
       
       
       

      
      
      
      
      

      
      
      
      
      

       
       
       
       
       

      
      
      
      
      

      
      
      
      
      

 
 

 



 
    

1  
  
1  

        
            

1  
       2  

        
        

  
 

 
 

 
 

,  
 

 
 

 
 

( )  
 

 
         +  

               +  
 

 
 

 
4 n ( ) 

         
         
         
         

     
 

    ,  
 
         +  

                +  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 



1961 3 (Kasteleyn) (Temperley)
(Fisher) 2 1

2

 

 

 

 

 

 

 
 

 

[2] [6]  
3 ( )

      
21

 
 

[ ] 
    [1] 2010 (2010)  

[2] P. W. Kasteleyn, The statistics of dimers on a lattice, . The number of dimer 
arrangements on a Quadratic lattice, Physica 27  (1961)  1209 1225 

[3] Martin Aigner, A Course in Enumeration, Springer GTM 238  (2007)  451 466 
[4] (2012)  98 187 
[5] L szl  Lov sz (1988) 116 161 
[6] C. (1976) 137 142 
[7] (2006) 148 156 
[8] Graham Knuth Patashnik (1993) 292 351 
[9]  

   [10]  
 
 
 
 
 



皆さんは靴ひもの蝶々結び、できますか？ 私（出題者）は子供のころ、親から何度もやり方を教
わりましたがやり方がなかなか理解できませんでした（今でもちゃんと結べるかどうか怪しいで
す）。今回はいろいろな靴ひもの結び方について考えていきたいと思います。

(i) の結び方は蝶々結びと呼ばれます。人によっては, (i)’ のように (i) を鏡写しにしたような結び
方をする人もいるかもしれません。こちらも蝶々結びと呼ぶことにします。
一方、よく似ていますが (ii) は、 (i) とは最初の片結びの部分のひもの上下が異なります。(ii) の
結び方は（「蝶の羽」の部分が縦になってしまうことから）縦結びと呼ばれます。こちらにも鏡
写しのバージョン (ii)’ が存在します。

以下では、靴ひもを連続的に動かしてできるものを全て同じ結び方の靴ひもだと思うことにしま
す。ただし、下図の●（ひもの根本）, ○（ひもの先端）, ▼（「蝶の羽」の先端）の部分は靴の
表面に固定し、動かさないものとします。

(i) (i)’

(ii) (ii)’

文責岡﨑建太﨑﨑 京都大学都都 数理解析理理 研究析析 所究究



問題
(1) 次の(ア)～(オ)の靴ひもの結び方について, 蝶々結び, 縦結び, それ以外のいずれになる

でしょうか. 理由とともに答えてください.

(2) 勝手に与えられた靴ひもの結び方について, 蝶々結び, 縦結び, それ以外のいずれなのかを
判定する方法を考えてください.

(3) あなたの考えるより良い靴ひもの結び方を考案し, その結び方がどのように素晴らしいのか
を自由に語ってください.

(ア) (イ)

(ウ) (エ) (オ)



講評

身近な題材で結び目理論の問題を作ろう、ということで今回は靴ひもに関する問題を出
題しました。コンクール当日に監督をしていたのですが、多くの生徒さんが実際にひも
の模型を動かし楽しみながら問題に取り組んでいたようで、大変嬉しく思います。

蝶結びと縦結びの本質的な違いはどこにあるかを問う内容だったのですが、やはり難し
かったようで、具体的な靴ひもの例 (ア)～(オ) の例についても正確に判別できている解答
は少なかったです。また、靴ひもの図を局所的なパーツに分けた上でその結び方を判定
しようとする解答が非常に多かったですが、どんな図に対してもオールマイティーに適
用できる手法はほとんど見受けられませんでした。例えば(オ)はかなり複雑に見えます
が、縦結びに近い図へ変形することができます。

そんな中で、UEーI☆チーム（高田中）、岐阜高校Bチーム（岐阜高）、森山和さん（富
山大学人間発達科学附属中）らは、ひもの変形の過程を図を用いて丁寧に記述し、問(1)
の5種類の靴ひもをほとんど正確に分類していました。
そして、一際目を引いたのが、駒場創造てるてるチーム（筑波大学附属駒場中）の解答
です。この解答では、靴ひもに向きをつけ、交点の交わりを符号付きで数え上げること
で、靴ひもの図の描き方に依存しない量（専門用語で「不変量」といいます）を作り出
し、靴ひもを分類することに成功していました。この量は結び目理論における「絡み
数」と呼ばれる不変量で、それを発見できた（仮に知っていたとしても、問題に対し正
しく適用できた）ことは素晴らしいことだと思います。



解答例答答
ア 蝶々結び イ それ以外れれ

爾嶽嶽嶽
ウ ひねりを許せをを ばせせ 蝶 結々び

愚
鶫 来

た

エ それ以外 が それ以外れれ 縦結びもどきびび
一

日嚙 船
以下 その理由のの を由由 述べます



かは 蝶々結びと同じ結び方

に証明にに

憖 圓 が

斃
圓圓

蝶々結び
陽

擬 が
剛や が

豳



イ は それ以外
証明

の固定を解除したしし とき
蝶々結びと固結で結結 は片結びはは にびび 等しくなる 実際

たが

片結び

の か
となる が についても同様

一方で の固定を解除したしし とき

せ は片結びにならずらら にずず 途中でひっかかるでで



実際

図
が
図図

が

となる 以上より は蝶 結々びでびび もでで

縦結びでもでで ないことがわかる



ウ は ひねりを許せをを ば 蝶 結々び

証明

か

点 慼と
に 慼慼

颺 袽颺颺
集ははは

腸

も
く



に はそれ以外

証明 関 を除去したしし 後 と と に

おいていい ひもをくっつける という操作
ダギダダ をギギ考えるをを すると

は により の字結び目字字 つを連結和結結 したしし 結び目になる

世

ら が

⑧⑧⑧
の字⑧⑧のの 結び目字字⑧⑧⑧⑧



一方 蝶々結びや縦結びは により

三葉結び目葉葉 つを連結和結結 したしし 結び目になる

感な 感感 が が

黽娚 も
が が

間

か が が
が

が が



H. Schubert, Die eindeutige Zerlegbarkeit eines Knotens in Primknoten, 
S.-B. Heidelberger Akad. Wiss. Math.-Nat. Kl., 3 (1949), 57–104.

Y. Hashizume, On the uniqueness of the decomposition of a link, 
Osaka. Math. J., 10 (1958), 283–300

左手紅葉結び目 が

⑦ 右手紅葉結び目 が

以上のことと 次の定理より に は蝶 結々びでびび もでで

縦結びでもでで ないことがわかる

シューベルトが
自明でないでで 結び目は 素な結び目の連結和に
一意的意意 に分解さ解解れるささ

⑦



.

け はそれ以外れれ

証明

日 隨国で 嚙隨隨や国国
関 整
黽関関 雄整整黽黽嚙 一 歳

颺

がア 新羅で羅羅でで人ア
の中で示します



用語解連語語解解
結び目とは 空間内に滑らかにに に埋め込まれまま た円周のこと

結び目を空間内で連続的に変形にに してできる結び目るる を 元の

結び目と同じ結び目だと考える

結び目の例 より詳しくは で検索でで

たが
左手系手手 右手系手手

自明な明明結び目なな 三葉結び目葉葉 の字のの 結び目字字

つの結び目のの と を細いをを 帯いい で帯帯つなぎでで 次の次次ようのの につなぎ直してしし できるて

結び目を の連結のの 和結結 といい と書く

の島 の鳥



自明でないでで つの結び目のの の連結和で表すでで ことができない

自明でないでで 結び目のことを 素 結び目という

注 自然数の世界の素数に対応

などは素な結び目で 互いに異なる

こと が知られている



大まかに言っにに て次の つ あるいはその両方のの の

方法があります

ひもの一部を消したりしし つなげたりげげ

固定を解除し除除たりしし して より単純な形に直す
不変量変変 を用いる

ここで不変量変変 とは 各々の でもでで に対してしし 数や多項やや 式項項
を返すルールすす で 同じ ひもに対してしし は 図の表し方に
依らずに同じ不変な 値を返すものすす を言います

例えば使われているひもの本数 は不変量変変 です

全ての ひもに対してしし その値のの は常はは に なので

この不変量変変 は役には立ちはは ませちち んせせ が

一方で 例えば くつひもつつ の交点 の個数 は ひもを

変形する形形 ごとに変化する化化 のるる で不変量変変 ではでで ありま

黹
か

交点 つ 交点 つ



ア や は直接 ひもを変形をを する形形 ことで 蝶 結々びと

同じだと示せとと ましせせ たしし

一方 がせ が蝶 結々びや縦結び で ことをとと
きちんと示すのすす は難しくはは 不変量変変 の考えのの 方ええ が必要がが になります

イ とも は が有効がが でしたしし つまり

イ では の固定を定定 はずす という操作

エ では という操作
により蝶 結々びや縦結びとの違いのの がわかりやすくりり 表れましれれ たしし
しかしながらしし

であるでで ことはそれほどれれ 当たり前どど なことではありませんせせ

両者が本当がが に異なった結び方びび であることるる を示すためすす に

以下では 絡み数 という不変量不不 を量量 導入しますしし



定遠 絡み数みみ

靴ひもが与えええれたときたた まず の方向にひもを

向きづける 続いて 左の と右の 右の と左の を

各々靴の表面に沿ったひもでつなげる ただしつなげるときに

用いる 本のひもは交わらないようにする このようのの なつなぎ方ぎぎ は

いろいろあるが 以下では次の方法で固定する

顎骨 器器器

次の 通りの方法で靴ひもの絡み数を定義する義義

① 青いひもいい 左の を通るをを ひもるる に しゃぼんの膜を張る

正確には青いひもを境界に持つにに 表裏のあるのの 曲面

を つとる このようのの な曲面なな を面面 ザイフェルト曲面という



曲面の表裏を 表 裏 で定める

その上で 赤いひも 右の を通るをを ひもるる が

この曲面と交わっている交点るる の数を数数 数えるをを 但しただ数えるだだ

のではなく 赤いひもの向きに関してしし 曲面を

表から表表 裏へ通る交点を 裏から裏裏 表へ通る交点を

としてしし カウントするトト
間

このように交点を点点 数えたええ ときたた のきき 合計のの を絡み数みみ と定めるとと

② 青いひもいい と赤いとと ひもいい の立場の を場場 入れ替えてええ 同様に交点にに を点点 数え上げをを たげげ

ときの合計のの を計計 絡み数と定めるとと

③青いひもいい と赤いとと ひもいい が図式の式式 上で交わっでで てっっ いる箇所るる 交点と点点呼ぶとと

について 又は又又 火 なる交点るる は

又は又又 父 なる交点るる は で数え上げ

その合計のの を で割ったものたた を絡み数みみ と定める

間間間間間間間間間間

表表表表表 裏裏裏裏裏裏裏裏裏裏裏裏裏裏



定理 証明略
① はいずれもれれ 靴ひもの不変のの 量変変 で同じ靴ひもじじ に対してしし は

靴でもでで の表方やザイフェルト曲面のとり方に依らにに ずらら 同じずず 値じじ を返すをを

位 舉つ舉舉
鼈

① 颺 ③ 腸

旻簡 の ががが
齒齒齒齒齒齒
簡

至

旻旻旻旻旻旻旻旻旻旻旻簡簡簡旻簡旻簡簡簡簡簡簡簡簡簡簡簡簡簡簡簡簡
齒齒
簡簡簡簡簡簡
齒
簡
齒齒齒
簡簡簡
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齒
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齒
簡簡簡簡
齒
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齒齒齒齒齒



例 つ国つつ

い

槹

ががが
吉 ミ

ゆえに両者は異なる結び方びび

同様にして絡み数を調べると
靴も が が かかせた が
次

となります これよりれれ ともは蝶 結々びでびび もでで

縦結びでもでで ないことがわかります

い



最後に が 蝶 結々び々々 でもでで 縦結びでも

ないことを示しましょう

この靴ひもに次の操作 を施しますしし

𣳾 ただ 腎 遨くっつける た箱たた なおす箱箱 し

慼 雪
同様の操作を蝶々をを 結び々々 と縦結びに行うにに と

鼷ない鼷鼷か鼷鼷いい鼷鼷鼷鼷 い

繭 や 劇槶劇劇な繭繭繭繭 し槶槶槶槶 が



であることがわかります 確かめてみて下さい

鏡映が がについていい もてて 同様です よって

オ は蝶 結々び々々 でもでで 縦結びでびび もないことがわかりました

以上



問題 3．「返品保証の有効活用」

出題委員 花薗 誠（名古屋大学）

返送料のみの負担で返品でき代金が返金される「返品保証」を活用して、自転車を試乗し気に入った
自転車をうまく 1台購入することを考えてみましょう。いくつかのブランドが同じ価格の自転車を販売
しています。各ブランドの自転車の乗り心地をあなたが気に入るかは、乗ってみなければわかりません。
しかし、ブランドの特徴やネットの情報（口コミやその評価）など総合して、あなたにとっての乗り心地
を次のように予想できるとしてみましょう（% は確率を表します）。

乗り心地 満足度 ブランドA ブランド B ブランド C
とても良い ＋ 2000円 40% 25% 26%
良い ＋ 1000円 10% 50% 49%
普通 ＋ 0円 0% 15% 0%

やや悪い － 200円 50% 10% 25%

• 同じブランドであれば品質、乗り心地が異なることはないとします。また、ブランド間の自転車の
乗り心地に関連はありません。

• 例えば、乗り心地がとても良いときに満足度が+2000円であるというのは、もし自転車の乗り心地
がとても良いということがわかっていれば、販売価格よりも余分に 2000円までなら支払う用意が
ある、という意味です。

• 返品には返送料 300円負担します。

• 満足度がどのようになるか、その起こる確率しかわからない状況で自転車の優劣を評価するために、
ここでは満足度の「期待値」が金額に等しいと考えて、評価することします（期待値については、
問題の最後に説明があります）。以下の問において、ある行動を取ることが「得になる」とは、行
動を取った時点で計上できる満足度の期待値から返送料を差し引いた値が、他の行動を取る場合よ
り大きいことを指します。

問 1：仮に返品保証がなく、お試しせずにブランドを選ばなければいけないなら、どれを選ぶのが最も得
ですか。

以下、返品保証ありとします。問 2.1-2では、ブランド Cが売り切れであるとします。
問 2.1：ブランドAを試し、それを保持したままさらにブランド Bも試すのが、ブランドAを試したあ
と何もしないより得になるのは、ブランドAの乗り心地がどんな場合ですか。
問 2.2：最も得になるような、お試しの順番と購入の決定方法を導いてください。

問 3：全ブランドが購入可能な場合に、問 2.2と同じ問題を考えるとどうなりますか。

問 4：さらに一般化しブランド数が増えた場合にも適用できる、最も得になるようなお試しの順番・購入
の決定方法のルールを導いてください。

問 5：自転車の価格、返送料、評価の仕方が異なる場合、また、n個のブランドのなかでm(< n)個しか
試せない場合など、いろいろなバリエーションがあります。いろいろ考えてみてください。

期待値：確率を重みとして加重和を取った値。例えば、1等 100万円（確率 1% ）2等 10万円（5% ）は
ずれ 100円（94% ）の宝くじの当選金額の期待値は

0.01 × 1000000 + 0.05 × 100000 + 0.94 × 100 = 15094

つまり、15094円です。
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解答と解説 何かを買おうと探しているときに、ぴったりと相性の良い品物に出会えるかどうかは、運
にも左右されますが戦略も大事です。この問題は日常生活でも遭遇するお試し戦略について考えるもの
です。以下に説明するように、各品物を単独で見て期待値の高い品物からお試しするべきかどうかは、状
況によって変わります。実際、この問題では単独での期待値の高い順に試すことは最適になりません。そ
れでも、最適なお試し戦略はかなりシンプルな形で表現することができるのですが、どんなものなのか
見ていきましょう。

問 1：B
解説：実現する価値の期待値はそれぞれ次のようになります。

A→ 0.40 ∗ 2000 + 0.10 ∗ 1000 + 0.00 ∗ 0 − 0.50 ∗ 200 = 800
B→ 0.25 ∗ 2000 + 0.50 ∗ 1000 + 0.15 ∗ 0 − 0.10 ∗ 200 = 980
C→ 0.26 ∗ 2000 + 0.49 ∗ 1000 + 0.00 ∗ 0 − 0.25 ∗ 200 = 960
したがって、期待値を最大化しているのは Bで、返品保証がない場合には、ブランド Bを試すことが

最適です。

問 2.1．やや悪い場合（普通以下の場合でも可）
解説：ブランドAの自転車を試したのち、ブランド Bの自転車を試すとすればどちらか一方の自転車を
返送する必要があるので、300円の返送料が必ず発生します。したがって、ブランドBの自転車を試すこ
とに 300円以上の価値がなければ損になります。ブランド Bを試す場合には、ブランドAの自転車を保
持したまま 2つを比べて、乗り心地が改善すればAを返品、しなければ Bを返品します（同等ならどち
らを返品しても構いません）。それをふまえて、ブランドBを試すことに 300円以上の価値があるかどう
か、問 1と同じように期待値の考え方を用いて評価することにしましょう。

ブランドAを試した後にブランドBを試すかどうか決められるのですから、ブランドAの乗り心地に
応じて、ブランドBを試すのが得になるのかを考えることができます。それぞれ場合分けしてみましょう。

Aの乗り心地がとても良い場合：すでに最高の乗り心地であるから、乗り心地が改善する可能性はあ
りません。したがって、試すと必ず損になります。

Aの乗り心地が良い場合：ブランド Bの乗り心地がとても良い場合（確率 25% ）、Bにより乗り心地
が改善するのでAを返品します。このとき、最終的に購入する自転車の乗り心地の価値は 2000円になり
ます。それ以外の場合なら（確率 75% ）、乗り心地が改善しないので、Bを返品するのが良いことがわか
ります（乗り心地が同じ場合には、どちらを購入しても構いません）。その場合、ブランドAを購入する
ので自転車の乗り心地の価値は 1000円です。この状況を樹形図で表すと次のようになります。
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ブランド Bを試した後の最適な購入と返品の行動を踏まえて、ブランド Bを試した場合に実現する乗り
心地の価値の期待値は

0.25 ∗ 2000 + 0.75 ∗ 1000 = 1250円

となります。ブランド Bを試さず、ブランドAの自転車を購入することに決めれば、乗り心地の価値は
1000円です。したがって、ブランド Bを試した場合の乗り心地価値の期待値は 250円増えますが、返送
料 300円が発生するため差し引き 50円分の損となります。したがって、ブランドBを試すのは得になり
ません。

Aの乗り心地がやや悪い場合：この場合ブランドBの乗り心地がブランドAよりも悪くなることはな
いため、ブランドAの乗り心地にかかわらずブランドBを購入することにして構いません。したがって、
この場合に限っては先にブランドAの自転車を返送してから、ブランド Bを試してもかまいません。そ
うすると、問 1のときと同じようにブランド Bの乗り心地の価値が最終的な乗り心地となり、その期待
値は 980円になります。返送料 300円を負担しても差し引き 680円の価値になります。ブランド Bを試
さなければ-200円の価値なので、試す方が得になります (試すことと試さないことの価値の差は 880円
です)。

なお、設定ではブランドAの乗り心地が普通になる確率はゼロなので、この場合を考慮する必要はあ
りませんが、仮にそのような場合が起きたときにどうすればよいのか、という問いには答えることは可
能です。以下のように、そのような場合にはブランド Bを試すのが得になることがわかります。

Aの乗り心地が普通の場合：ブランド Bの乗り心地がとても良い場合（確率 25% ）、あるいは良い場
合（確率 50% ）であればAを返品します。このとき、最終的に購入する自転車の乗り心地の価値はそれ
ぞれ 2000円、1000円になります。それ以外の場合なら（確率 25% ）、Bを返品するのが良いことがわか
ります。結果として、乗り心地が普通であるブランドAを購入するのでその価値は 0円です。

このことを踏まえて、ブランド Bを試すことによって実現する乗り心地の価値の期待値は

0.25 ∗ 2000 + 0.50 ∗ 1000 + 0.25 ∗ 0 = 1000円

となります。ブランド Bを試さず、ブランドAの自転車を購入することに決めれば、乗り心地の価値は
0円です。したがって、ブランド Bを試すことによって 1000円の得になることがわかります。しかし、
返送料 300円が発生するため、差し引き 700円分の得となります。したがって、Aの乗り心地が普通の場
合には、ブランド Bを試すのは得になります。

問 2.2：Aから試す。Aの乗り心地がとても良いか良いならばBを試さずにAを購入する。Aの乗り心
地がやや悪い（普通以下）ならBを試し、乗り心地が改善された場合にはBを購入しAを返品する。改
善されなければBを返品する。
解説：ブランド Bから試す場合とAから試す場合で、どちらの方が得になるかを考えます。
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ブランドAから試す場合： 試した後どのようにすれば最も得になるかは問 2.1ですでにみました。そ
の方法と結果を、以下の樹形図を用いてまとめてみます。

さて樹形図のような状況を踏まえて、乗り心地の価値と返送料の期待値がどのようになるか計算してみ
ましょう。

0.40 ∗ 2000

+ 0.10 ∗ 1000

+ 0.00 ∗ (0.25 ∗ 2000 + 0.50 ∗ 1000 + 0.10 ∗ 0 + 0.15 ∗ 0 − 300)

+ 0.50 ∗ (0.25 ∗ 2000 + 0.50 ∗ 1000 + 0.10 ∗ 0 + 0.15 ∗ (−200) − 300)

= 1240

1行目はブランドAの乗り心地がとても良い場合、2行目は良い場合で、このときブランドBを試すこと
は得にならないため、そこで購入します。3行目、4行目はブランドAの乗り心地がそれぞれ普通、やや
悪い場合で、その後ブランド Bも試すことになり、ブランド Bの乗り心地に応じて最適な購入をするこ
と、また返送料を支払うことを織り込んで計算している点に注意しましょう。
ブランドBから試す場合： 問 2.1で考えたように、先にBから試す場合にも、どのような乗り心地が

実現したらブランドAを試すのが得になるのかを考えます。結論から言えば、ブランド Bの乗り心地が
とても良い場合を除いて、ブランドAを試すことが得になります。ブランド Bの乗り心地がとても良い
場合、ブランドAを試す余地がないことは明らかです。では、ブランド Bの乗り心地が良い場合、Aを
試すと乗り心地が改善する（とても良い）確率が 40% です。それ以外の場合には価値が改善しません。
したがって、ブランドAを試すことによって得られる価値の期待値は

0.40 ∗ 2000 + 0.60 ∗ 1000 = 1400

となります。どちらかの自転車を返品することによる返送料 300円を差し引いても、1100円で、ブラン
ドAを試さない場合の乗り心地の価値 1000円を上回ります。したがって、ブランドAを試すのが得にな
ることがわかります。問 2.1の解説の最後で見たように、ブランド Bの乗り心地がより悪くなる場合に
は、ブランドAを試す方が試さないよりも必ず得になります。
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では、先にブランド Bから試す場合の価値の期待値と返送料の期待値を計算してみましょう。この場
合の樹形図は省略しますが、一度描いてみてください。

0.25 ∗ 2000

+ 0.50 ∗ (0.40 ∗ 2000 + 0.60 ∗ 1000 − 300)

+ 0.15 ∗ (0.40 ∗ 2000 + 0.10 ∗ 1000 + 0.50 ∗ 0 − 300)

+ 0.10 ∗ (0.40 ∗ 2000 + 0.10 ∗ 1000 + 0.00 ∗ 0 + 0.50 ∗ (−200) − 300)

= 1190

したがって、ブランド Aから調べるほうが価値と返送料の期待値が大きくなります。つまり、ブラン
ドAから試す方が得になることがわかりました。

どのような原理で最適な戦略を求めることができるのか？ ここまでは計算によって、設定された状況
で最も得になるようなお試し戦略はブランドAから試すという結論を導きました。では、結果の背後に
どのような直観があるか考えてみましょう。ブランドAとブランドBの差は、乗り心地の出方（「確率分
布」）にあります。ブランドAの乗り心地は、とても良い場合とやや悪い場合の確率が大きく、いわば 2
極化されています。一方でブランドBについては 2極化の傾向は強くでていません。もし、何らかの順番
でお試しをすることに意味があるとすれば、それはなるべく乗り心地のよい自転車を早く見つけること
です。というのも、満足できる乗り心地の自転車を早く見つけることができれば、お試しの回数が減り、
結果として返送料をあまり払わなくても済むからです。そうすると、乗り心地の出方が比較的良いものに
偏っているブランドAを先に試し、そうでないブランドBを後回しにする方が良さそうだとわかります。
この考え方をより一般化するために、「乗り心地の出方が比較的良いものに偏っている」程度を表す指

標を導き、その指標の高いブランドからお試しをするのではないか、と考えてみます。まず、「乗り心地
の出方が比較的良いものに偏っている」ことをどのように言い換えることができるでしょうか。つぎのよ
うに考えてみましょう。

あるブランドの乗り心地の出方が比較的良いものに偏っているとすると、もしそのブランド
を試す前から保持している自転車があるなら、保持している自転車の乗り心地の価値が比較
的高くても、まだそのブランドを試すことが得になる

保持している自転車の乗り心地が十分良くなるなら、新たにそのブランドを試すことは決して得になり
ません。そうすると、新たにそのブランドを試すことがちょうど得にも損にもならないどこか中間的な
価値の水準があるはずです。そこで、そのような水準をもって、あるブランドの「乗り心地の出方が比較
的良いものに偏っている程度」を表すことにしてみましょう。

では、ブランドごとに上記のような指標を求めてみましょう。いま、ある自転車をすでに保持している
として、その乗り心地の価値を x円とします。ここで xの値は問にある 4通りの値に限らず、自由に設定
できるとします。なお、xの値が十分小さければ試す方がよいことは当然なので、ブランドを試す方が得
になるような条件として、x ≤ x̄となるような xの上限 x̄はどんな値かを考えてみましょう。
ブランドA：キープしている自転車の乗り心地の価値を xとしたとき、ブランドAを試して得られる

価値と返送料の期待値は (x ≥ yのときmax{x, y} = xに注意して）

0.40 ∗ max{2000, x} + 0.10 ∗ max{1000, x}
+ 0.00 ∗ max{0, x} + 0.50 ∗ max{−200, x} − 300
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となります。一方でブランド Aを試さなければ、キープした自転車を取ることになり、その価値は xで
す。したがって、

0.40 ∗ max{2000, x} + 0.10 ∗ max{1000, x}
+ 0.00 ∗ max{0, x} + 0.50 ∗ max{−200, x} − 300 ≥ x

であれば、ブランドAを試す方が得になることがわかります。ここで、max{y, z}−s = max{y−s, z−s}
であることに注意すると、上の式は

0.40 ∗ max{2000 − x, 0} + 0.10 ∗ max{1000 − x, 0}
+ 0.00 ∗ max{0 − x, 0} + 0.50 ∗ max{−200 − x, 0} − 300 ≥ 0

と書き換えらます。この式の左辺は xが小さくなるにつれて値が大きくなるから、もしある xで不等式
が成立すると、それより小さい xでも成立します。ということは、式が等号で満たされるような x̄（また
は、上記の式を満たす最大の x）があれば唯一です。実際その値は x̄ = 1250となることが次のようにし
て確かめられます。

0.40 ∗ max{2000 − 1250, 0} + 0.10 ∗ max{1000 − 1250, 0}
+ 0.00 ∗ max{0 − 1250, 0} + 0.50 ∗ max{−200 − 1250, 0} − 300

= 0.40 ∗ 750 + 0.10 ∗ 0 + 0.00 ∗ 0 + 0.50 ∗ 0 − 300

= 300 − 300 = 0

つまり、ブランドAが試されていない場合、キープしている自転車の価値が 1250円以下であれば、ブラ
ンドAを試す方が得になります。見方を変えると、ブランドAの乗り心地の価値の出方は、1250円以上
のところに偏っており、そのため返送料を支払ってもキープしている自転車の価値が 1250円までならば
試す価値があるということです。したがって、ブランドAを試すことに対応する指標は 1250円と考える
ことができます。
ブランドB：同様にして、ブランド Bが試されていない場合に保持している自転車の価値がいくら以
下であればブランド Bを試すことが得になるのかを考えてみます。条件は

0.25 ∗ max{2000 − x, 0} + 0.50 ∗ max{1000 − x, 0}
+ 0.10 ∗ max{0 − x, 0} + 0.15 ∗ max{−200 − x, 0} − 300 ≥ 0

と表され、等号を満たすのは x̄ = 2800/3 = 933.33であることが確かめられます。つまり、ブランド B
が試されていない場合、キープしている自転車の価値が 933.33円以下であれば、ブランドBを試す方が
得になります。ブランド Bの乗り心地の価値の出方は、比較してあまり高い値に偏っておらず、返送料
を支払っても良いのはキープしている自転車の価値が 933円までであるということです。したがって、ブ
ランド Bを試すことに対応する指標は 933円です。

指標の定義からすぐに分かることは、一つのブランドが試されずに残っているとき、もし保持している
自転車があり、その乗り心地の価値がそのブランドを試すことに対応する指標よりも小さいならば、ブ
ランドを試すことが得になるということです。したがって、ブランドAから Bの順で試す場合は、Aの
乗り心地が良い（価値 1000円）以上ならブランドBを試すと得にならないこと、またブランドBからA
の順で試す場合には、Bの乗り心地が非常に良いとき以外は（価値 2000円）ブランドAを試すと得にな
ることです。
さて、上の指標から考えて、ブランド Aから試すほうがなぜ良いのかを再検証してみましょう。Aか

ら試すことにより、比較的良い乗り心地が実現する可能性が高いことがわかります。ブランド Bはそも
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そも良い乗り心地が実現する可能性が高くないことから、もしブランドAの自転車について比較的良い
乗り心地が実現すれば、そこでお試しを終了することが適切な判断となります。ブランドBを試すのは、
ブランド Aの乗り心地がそれほど良くない場合に限られます。つまり、このような順序でお試しをする
ことから、初めのお試しで比較的良い乗り心地が実現する可能性が高くなり、2回目の返送料を節約する
ことが可能となります。一方、Bから試す場合は逆になるため、初めのお試しで比較的良い乗り心地が
実現する可能性が低くなり、2回目の返送料を負担する可能性も高まります。これらのことから、ブラン
ドAを先にお試しするほうが望ましいことが示唆されました。実は最適なお試し方法について、次の事
実が成立します

「パンドラ・ルール」（最適なお試し方法）
各ブランドをお試しすることに対応する指標を計算する。

1. まだお試ししていないブランドの中で、最も高い指標を持つブランドを試す。

2. すでに保持している自転車があるとき、1で新しく試したブランドの自転車の乗り心地の価値が改
善したなら、保持している自転車を返品し、新しい自転車を保持する。

3. 保持している自転車の乗り心地の価値が、残っているブランドのどの指標よりも高い場合には、お
試しを終了し、保持している自転車を購入する。残っているブランドの指標の中で、保持している
自転車の乗り心地の価値よりも高いものがある場合には、1に戻る。

このルールは経済学者のM. Weitzmanによって見つけられ、名付けられました（“Optimal Search for
the Best Alternative” Econometrica, Vol. 47, No. 3 (May, 1979)、ただ、返品可能な商品のお試し戦略
に限らず、もっと一般的に当てはまる探索活動に関する研究です）。このパンドラ・ルールは商品の個数
がたくさんあっても一般的に成立します。ただ、数学的帰納法を用いたWeitzmanによる証明は難しく
わかりにくいので、ブランドが 2つのケースについて別のアプローチで証明することにします（アイデ
アはM. Armstrong “Ordered Consumer Search” Journal of the European Economic Association, Vol.
15, Issue 5, 1 October 2017によります）。

問 3：A→C→Bの順に試す。乗り心地がとても良い、または良い自転車が見つかったならばそれ以上試
さない。また、新しくブランドを試すときには、一つ前のブランドの自転車を保持しておき、新しいブラ
ンドの自転車と比較して乗り心地の良い方を残し、悪い方を返品する。

解説： まず、ブランドCについても同様にして、先ほど求めた指標を計算してみましょう。ブランド C
を試すことが得になるための条件は

0.26 ∗ max{2000 − x, 0} + 0.49 ∗ max{1000 − x, 0}
+ 0.00 ∗ max{0 − x, 0} + 0.25 ∗ max{−200 − x, 0} − 300 ≥ 0

この式を等号で満たすような x̄は x̄ = 2840/3 = 946.67.パンドラ・ルールを用いれば、A→C→Bの順
に試し、乗り心地が良い以上ならお試しをそこでやめるのが最適な戦略になることがわかります。

問 4：パンドラ・ルールを用いればよい。

問 5：価格や返送料が異なる場合については、パンドラ・ルールを自然に拡張することができる。それ以
外の場合については、まだよくわかっていません。
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パンドラ・ルールの最適性の証明 (2ブランドの場合)

• 価値として取りうる値の集合 V = {v1, ..., vn} v1 < v2 < · · · < vn.

問題では V = {−200, 0, 1000, 2000}.

• ブランドA、Bの価値の確率分布 pA(vi) ≥ 0, pB(vj) ≥ 0,
∑n

i=1 pA(vi) = 1,
∑n

j=1 pB(vj) = 1.

問題では pA(−200) = 0.5, pA(0) = 0, pA(1000) = 0.1, pA(2000) = 0.4. pB(vj)も同様。

• 返送料、ともに c > 0.問題では c = 300.

• rA :
∑n

i=1 pA(vi) max{vi − rA, 0} = c, rA :
∑n

j=1 pB(vj) max{vj − rB, 0} = c; 留保価値とよぶ。

問題の解説で登場したお試しが得になることに対応する指標と同じ。rA = 1250, rB = 933.33.

パンドラ・ルール（2ブランドの場合）

1. rA, rB の大きい方のブランドを試す。同じならばどちらでもよい。いま、一般性を失うことなく
rA > rB とする。

2. ブランドAの価値 viが、vi ≥ rB なら、Aを選ぶ。vi < rB ならブランド Bを試す。

3. ブランド Bの価値 vj と viを比較して大きい方のブランドを選ぶ。

パンドラ・ルールによって結果的に選ばれるブランドは、各ブランドの価値 vi, vj の組み合わせがわか
れば確定的となります。ここで、wA(vi) = min{vi, r

A}, wB(vj) = min{vj , r
B}と定義します。

補題 1 パンドラ・ルールに従うと、wA(vi) > wB(vj)ならブランド A, wA(vi) < wB(vj)ならブランド
Bが選ばれる。ただし、値が同じならどちらを選んでもよい。

証明. まず、wA > wB とします。もし vi > rB なら、パンドラ・ルールよりブランド Bを試さずに A
を選びます。一方 vi ≤ rB ならブランド Bを試します。しかし、vi ≥ wA > wB = min{rB, vj}なので
vi > vj でなければならず、結果としてブランドAを選びます。
次に wA < wB とします。もし vi ≥ rB なら、条件 rA > rB と合わせて wA = min{rA, vi} ≥ rB ≥

min{rB, vj} = wB となり矛盾します。したがって、vi < rB でなければなりませんから、ブランド Bは
必ず試されます。ここでもし vi ≥ vj とすると、rA > rB > vi ≥ vj となるので、wA = min{rA, vi} =
vi ≥ vj = min{rB, vj} = wB となり結局矛盾します。したがって、vi < vj でなければなりませんから、
ブランド Bを選びます。

補題を用いて、パンドラ・ルールに従って選択した場合の価値と返送料の期待値を求めてみましょう。

命題 2 パンドラ・ルールに従ったときの乗り心地の価値と返送料の期待値は
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj) max{wA(vi), wB(vj)} + c

と等しい。
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証明. 補題から、パンドラ・ルールに従ったときの乗り心地の価値と返送料の期待値は
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj){viI(wA(vi) ≥ wB(vj)) + vjI(wA(vi) < wB(vj))} −
n∑

i=1

pA(vi)cI(vi < rB)

です。ただし、I(·)は
I(条件) =

{
1 条件が成立
0 条件が不成立

というように、条件が成立するかによって 0か１かを返す関数です。
さて、

∑n
i=1 pA(vi) max{vi − rA, 0} = c,

∑n
i=1 pB(vi) max{vi − rB, 0} = cという関係を使って、上の

式を書き換えてみましょう。

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)viI(wA(vi) ≥ wB(vj)) −
n∑

i=1

pA(vi) max{vi − rA, 0}
︸ ︷︷ ︸

=c

+ c

+
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)[vjI(wA(vi) < wB(vj)) − max{vj − rB, 0}I(vi < rB)]

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)[viI(wA(vi) ≥ wB(vj)) − max{vi − rA, 0}] + c

+
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)[vjI(wA(vi) < wB(vj)) − max{vj − rB, 0}I(vi < rB)]

ここで、式をいくつかの部分に分けて考えてみます。まず
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)[viI(wA(vi) ≥ wB(vj)) − max{vi − rA, 0}]

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)I(wA(vi) ≥ wB(vj))[vi − max{vi − rA, 0}]

となることが次にようにしてわかります。rA > rB に注意すると

vi − rA ≥ 0 ⇒ wA(vi) ≥ wB(vj)

⇒ max{vi − rA, 0} = max{vi − rA, 0}I(vi − rA ≥ 0) = max{vi − rA, 0}I(wA(vi) ≥ wB(vj))

vi − rA < 0 ⇒ max{vi − rA, 0} = 0 ⇔ max{vi − rA, 0} = max{vi − rA, 0}I(wA(vi) ≥ wB(vj))

となるために、いつでも

max{vi − rA, 0} = max{vi − rA, 0}I(wA(vi) ≥ wB(vj))

という関係が成立します。一方、
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)[vjI(wA(vi) < wB(vj)) − max{vj − rB, 0}I(vi ≥ rB)]

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)I(wA(vi) < wB(vj))[vj − max{vj − rB, 0}]
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となることも同様にして示すことができます。というのも、

vj − rB ≥ 0, vi < rB ⇒ wA(vi) < wB(vj)

⇒ max{vj − rB, 0}I(vi < rB) = max{vj − rB, 0}I(wA(vi) < wB(vj))

vj − rB < 0 ⇒ max{vj − rB, 0} = 0

⇒ max{vj − rB, 0}I(vi < rB) = max{vj − rB, 0}I(wA(vi) < wB(vj)) = 0

となりますから、いずれにせよ

max{vj − rB, 0}I(vi < rB) = max{vj − rB, 0}I(wA(vi) < wB(vj))

となるためです。
したがってパンドラ・ルールに従った場合の価値と返送料の期待値は

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)I(wA(vi) ≥ wB(vj))[vi − max{vi − rA, 0}]

+
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)I(wA(vi) < wB(vj))[vj − max{vj − rB, 0}] + c

ですが、ここで wA(vi) = min{vi, r
A} = vi − max{vi − rA, 0}, wB(vj) = min{vj , r

B} = vj − max{vj −
rB, 0}であることに注意すると、

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj){I(wA(vi) ≥ wB(vj))wA(vi) + I(wA(vi) < wB(vj))wB(vj)} + c

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj) max{wA(vi), wB(vj)} + c

となることがわかりました。

一方、ブランド Bから試した場合の価値と返送料の期待値は、ブランドAから試した場合よりも小さ
くなることが次のようにしてわかります。ブランドBから試し、その後は最適な戦略に従うとすれば、価
値と返送料の期待値は次のようになります。

n∑
i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj){viI(rA > vj , vi > vj) + vj [I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)]} −
n∑

j=1

pB(vj)cI(vj < rA)

この式も部分に分けて考えます。まず、
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)viI(rA > vj , vi > vj) −
n∑

j=1

pB(vj)cI(vj < rA)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)viI(rA > vj , vi > vj) −
n∑

j=1

pB(vj)
n∑

i=1

pA(vi) max{vi − rA, 0}I(vj < rA)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)I(rA > vj , vi > vj){vi − max{vi − rA, 0}︸ ︷︷ ︸
wA(vi)

}
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となります。なお、2番目の等式が成立するのは

vi − rA ≥ 0, vj < rA ⇒ vi > vj

⇒ max{vi − rA, 0}I(vj < rA) = max{vi − rA, 0}I(rA > vj , vi > vj)

vi − rA < 0 vj < rA

⇒ max{vi − rA, 0}I(vj < rA) = max{vi − rA, 0}I(rA > vj , vi > vj) = 0

となり、結果として

max{vi − rA, 0}I(vj < rA) = max{vi − rA, 0}I(rA > vj , vi > vj)

が常に成立するからです。一方、
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)vj [I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)] − c

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)vj [I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)] −
n∑

j=1

pB(vj) max{vj − rB, 0}

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj){vj [I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)] − max{vj − rB, 0}}

=
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj){vj [I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)]

− max{vj − rB, 0}[I(rA ≤ vj) + I(rA > vj)]}

と変形できます。ここで

1 = I(rA ≤ vj) + I(rA > vj) ≥ I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)

に注意すると、上の式は次の式で上から抑えられます。

≤
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj)[I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)]{vj − max{vj − rB, 0}︸ ︷︷ ︸
wB(vj)

}.

まとめると、ブランド Bから試す場合の価値と返送料の期待値は
n∑

i=1

n∑
j=1

pA(vi)pB(vj){I(rA > vj , vi > vj)wA(vi) + [I(rA ≤ vj) + I(rA > vj ≥ vi)]wB(vj)} + c

≤
n∑

i=1

pA(vi)
n∑

j=1

pB(vj) max{wA(vi), wB(vj)} + c

を満たします。したがって、ブランド Aから試すほうが価値と返送料の期待値が高くなることを、先程
の命題から結論することができます。

11



0 0( )C r 1 1 1 1( ), '( )C r C r

jr jC 0,1j 0C 1r

0C

Step1: 1 1, 'C C 1 1, 'O O 11 ( ) 0C 1 1, 'C C

2 2( )C r 2O 11

Step2: 1 2,C C 22 0C 1 2,C C 3 3( )C r

2 2( )C r , 3 3( )C r

0 1 2 32 3 6r r r r

2

2 2 2 2
1 2 3 0 1 2 3 0

1 1 1 1 1 1 1 12
r r r r r r r r

3
[1]

. (a) O 0C (b) 0C 1 1, 'C C 2O

1 1 'O O

1 2 3 4; ; ;r r r r
(1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4( ),..., ( ); ( ),..., ( ); ( ),..., ( ); ( ),..., ( )n m k qC r C r C r C r C r C r C r C r

, , ,n m k q 1 2 3 4r r r r



0r 22n ( )

(1)
1 1( ),C r (22)

1 1..., ( )C r 0C

( )

(1) 0C (1) (22)
1 1 1 1( ),..., ( )C r C r )

, 0 1,r r

0C 0r

0r
(22)
1C

(22)
1O O (21)

1C

0C 0r 0.61 (

. ( 22n ) (a) (b)



) 0.67 ( )

(2) (1) (22)
1 1 1 1( ),..., ( )C r C r

(a)

(b)

                              
. ( )

V(1,5)



(1) (4)
1 1 1 1( ),..., ( )C r C r

r '( )C r
(1) (4)
1 1,...,C C

1r 3a (1)e (2) (5),...,e e (1) (5),...,e e
1 [2] (2) (5),...,e e

3b (1) (3)
1 1O O x

(1) (3)
1 1 2 ,O O a '( )C r 'O ( , )a y

2 2
1r a y r

(1)e ( ,0)a (1)e 'O r (1)e (5)e
V(1,5)

2

,
2 2
b aa

b

'( )C r 'O (1)e (1)e 'O V(1,5)

2

12 2
b a r

b

'( )C r 'O
2

2 2
b ay

b
2

1 1 2 2
b ar b r y b r

b
(4)
1C

2 2
1 1min( , )r a y r b r y

r V(1,5)

( ) Labyrinth( 2 )

. 3 ; (a), (2) (15)
4 4,...,C C b)



2

(3) 3 ( (1) (2) (3)
1 1 1 1 1 1( ), ( ), ( )C r C r C r ) 0 0( )C r

(1)
1 1( ),C r (2) (3)

1 1 1 1( ), ( )C r C r (1)
4C 4r

4r
(1) (2)

0 1 1 1 1, ( ), ( )C C r C r (2) (3)
0 1 1 1 1, ( ), ( )C C r C r

(3) (1)
0 1 1 1 1, ( ), ( )C C r C r

(4) (1) (2)
0 1 1 1 1, ( ), ( )C C r C r (1)C r

r
(2) (3)

0 1 1 1 1, ( ), ( )C C r C r

0 ,C (3) (1)
1 1 1 1( ), ( )C r C r (1) (2) (3)

1 1 1 1 1 1( ), ( ), ( )C r C r C r

(FSG-3)

(3) >> (4)

(1)
1 1( ),C r (2) (3)

1 1 1 1( ), ( )C r C r (1)
4C 4r

4 1 0
2 3 3 7 4 3

3
r r r

(3) (1)
0 1 1 1 1, ( ), ( )C C r C r (2) (15)

4 4,...,C C

2 2 2
1 4 03 43 /r r r

(1) (2)
0 1 1 1 1, ( ), ( )C C r C r (1)C r

1 0
9 4 3 2 3 1

33 11
r r r

2 2 2
1 03 /r r r

4r r

(5)



.

         

. ; (a), 2
(b).

( )
Step (1) (2)

4 4,C C



( 7)

7 [3]

[1] F. Soddy: The Kiss Precise. Nature 137 (3477): 1021, Jun 1936. doi:10.1038/1371021a0

[2] A. Okabe, B. Bootsand, K. Sugihara: Spatial Tessellations – Concepts and Applications of Voronoi Diagrams. John 
Wiley and Sons, 1992.

[3] R. L. Graham, J. C. Lagarias, C. L. Mallows, A. R. Wilks, C. H. Yan: Apollonian Circle Packings: Number Theory.
J. Number Theory 100, 1-45, 2003.



3
√
2

3
√
2

.

(1) 1
9
= 0.1111 · · · x = 0.1

X = 0.1(x+ 1) 0.11, 0.111, 0.1111, · · ·
a

a = 0.1(a+ 1) , a = 1
9

(2) x = 2 X = 2 + 1
x

2 +
1

2
, 2 +

1

2 + 1
2

, 2 +
1

2 + 1
2+ 1

2

, · · ·

(1)

a a = 2 + 1
a

a > 0 ,

a =
√
2 + 1 .

√
2 + 1 = 2 +

1

2 + 1
2+ 1

2+
...

√
2

√
2 = 1 +

1

2 + 1
2+ 1

2+
...

X = 2+ 1
x

� , � 1

O . O � H OH = 1

. � AH = 2 A .

� H A P O

� , O PH � �′

OA �′ A′ , �′ A′Q′ = 1 OA′ < OQ′ Q′

OQ′ � Q PH = x QH = 2 + 1
x

, P Q

,
√
2 + 1

√
2 .



(3) 3
√
2 . (x, y) = (3, 3) X = 3 +

y
x
, Y = 3+ 1

x
,

(a, b) a = 3+ b
a

b = 3+ 1
a

. 3
√
2 = 1 + 1

a

, (2) , (x, y) (X, Y ) .
3
√
2 .

(4) 3
√
3 (2) (3) .

.

α

, α

1848

n

α

, α

3
√
2 ,

{a1, a2, · · · }
a1 +

1

a2 +
1

a3+
1

a4+
1

...

, fk(x) = ak +
1
x

f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ · · ·
a1, a2, · · · , an f = f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fn

f(x) = x 1 ,(
A B

C D

)
=

(
a1 1

1 0

) (
a2 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)



f(x) = Ax+B
Cx+D

A,B,C,D , f(x) = x

,

{a1, a2, . . . } {b1, b2, . . . }
, (X, Y ) = fn(x, y) (n = 1, 2, . . . , )

X = an +
y

x
, Y = bn +

1

x

, f1◦f2◦f3◦· · ·◦fn(1, 0) n → ∞ ,

(α, β) .

α = a1 +

b2 +
1

a3+

...

...

a2 +

b3+
1

...

a3+

...

...

, β = b1 +
1

a2 +

b3+
1

...

a3+

...

...

.

(α, β) 1 . {an} {bn}
, (α, β) . f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fn⎛

⎜⎝a1 1 0

b1 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝a1 1 0

b1 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎠ · · ·

⎛
⎜⎝an 1 0

bn 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎠

α

, r (α, r
α
)

2015 ( ) ([1])

(α, β)

{an} = {3, 3, . . . , }, {bn} = {3, 3, . . . , }
( 1

3√2−1
, 2 + 3

√
2)

2 + 1
x

1bifurcating continued fraction



O

H AP Q

H ′ A′ Q′

�

�′

1:

O �′ H ′ , OH ′ = PH = x

. OAQ OA′Q′ , 1 : x

AQ : A′Q′ = 1 : x A′Q′ = 1 AQ = 1
x

,

QH = AH + AQ = 2 + 1
x

.

X = 3 + y
x

Y = 3 + 1
x

AH A′Q′

OH = 1, OH ′ = PH = x AH = 3, A′Q′ = y

AQ = 3 + y
x

, AH = 3, , A′Q′ = 1 AQ = 3 + 1
x

, a = 3 + b
a

b = 3 + 1
a

3
√
2 = 1 + 1

a

a = 3 + 1
a
(3 + 1

a
)

, a

1 =
3

a
+

3

a2
+

1

a3

. (1 + t)3 = 1+ 3t+3t2 + t3 , 1 + 3
a
+ 3

a2
+

1
a3

− 1 = (1 + 1
a
)3 − 1 ,

1 =
(1

a
+ 1

)3

− 1

(1

a
+ 1

)3

= 2

,

(4)

r > 1

X = 1
r−1

(3 + y
x
), Y = 3+ 1

x
,

(1 + 1
a
)3 = r 3

√
r = 1 + 1

a
r ,

1
r−1

, 3
√
r

2 3

X =
1

r − 1

(
4 +

y

x

)
, Y = 6 +

z

x
, Z = 4 +

1

x



, (a, b, c)

a =
1

r − 1

(
4 +

b

a

)
, b = 6 +

c

a
, c = 4 +

1

a

, , a

a =
1

r − 1

(
4 +

6

a
+

4

a2
+

1

a3

)
, r−1

a

r − 1 =
4

a
+

6

a2
+

4

a3
+

1

a4
=

(
1 +

1

a

)4

− 1

. (
1 +

1

a

)4

= r

, 4 4
√
r = 1+ 1

a
. m (m ≥ 3)

,

X1 =
1

r − 1

(
nC1+

x2

x1

)
, Xk = mCk+

xk+1

x1

(1 < k < m−1), Xm−1 = mCm−1+
1

x1

m−1 , (a1, a2, . . . , am)
m
√
r = 1 + 1

a1
.

Newton

. ,

,

([2]).
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√
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√
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3
√
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( )

(x, y) x y

|x + y| + |x − y| = 2 |x + 1| +
|x− 1|+ |y + 1|+ |y − 1| = 4 3 5

( ) 3

x, y, z

[ ] ( )

§1. 3 5

|x+ y|+ |x− y| = 2

|x+ 1|+ |x− 1|+ |y + 1|+ |y − 1| = 4

4

3 5

[ 3 ]

(1.1) (1, 0), (−1
2
,
√
3
2
), (−1

2
,−

√
3
2
)

|x+
√
3y − 1|+ |2x+ 1|+ |x−

√
3y − 1| = 3

(1.2) (−1
2
, 0), (1

2
, 0), (0,

√
3
2
)

√
3 + 2y − 2

√
3|x| −

√
3
∣∣∣ − 1 + 2

√
3y + 2|x|

∣∣∣ = 0

1



[ 5 ]

(1.3) (cos 2πk
n
, sin 2πk

n
), (k = 0, 1, 2, 3, 4) 5

|(
√
5 + 1)x+

√
10− 2

√
5 y −

√
5− 1|+ |(1−

√
5)x+

√
10 + 2

√
5 y −

√
5− 1|+ |4x+

√
5 + 1|

+ |(1−
√
5)x−

√
10 + 2

√
5 y −

√
5− 1|+ |(

√
5 + 1)x−

√
10− 2

√
5 y −

√
5− 1| = 5(

√
5 + 1)

(1.4) (−1
2
, 0), (1

2
, 0), (1+

√
5

4
,

√
10+2

√
5

4
), (0,

√
5+2

√
5

2
), (−1+

√
5

4
,

√
10+2

√
5

4
) 5

√
25 + 2

√
5 + 2y − 2

√
5− 2

√
5 |x| −

∣∣∣∣2√5y +

√
5 + 2

√
5(2|x| − 1)

∣∣∣∣
−

∣∣∣∣
√

5 + 2
√
5− 2

√
5y + 2

√
25− 10

√
5 |x| − (

√
5− 2)

∣∣∣2√5y +

√
5 + 2

√
5(2|x| − 1)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

2 (

) 2 3

§4 1

1(1.2) (1.4) §4
§3
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§2.
4

[1] ( 3 ) (4
√
3

3
,−2), (0, 2) (−4

√
3

3
,−2)

3

(2.1) |y +
√
3x− 2|+ |y −

√
3x− 2|+ 2|y + 2| = 8

(2.2)
∣∣∣y + ∣∣√3

2
x
∣∣∣∣∣ + ∣∣√3

2
x
∣∣ = 2

(2.2) (1.2)

[2] ( 2 ) (1, 0), (0,
√
3), (−1, 0) 3

(2.3) |
√
3x− y +

√
3|+ |

√
3x+ y −

√
3|+ |y| = 2

√
3− y

(2.4)
∣∣∣√3|x|+ 2y −

√
3
∣∣∣ +√

3|x| =
√
3

3

2

n ( ) A1, A2, · · · , An

( )

3



Ak = (ak, bk), (k = 1, 2, · · · , n) Ak, Ak+1 ( An+1 = A1)

(2.5) �k(x, y) := (bk+1 − bk)x− (ak+1 − ak)y − akbk+1 + ak+1bk

(2.6) �k(x, y) = 0

�k(x, y) = 0

Hk Hk (�k(x, y) = 0)

(2.7)

{
�k(0, 0) < 0 Hk := {(x, y); �k(x, y) � 0}
�k(0, 0) > 0 Hk := {(x, y); �k(x, y) � 0}

[3] ( 3 ) X = (x, y) n

(2.8)
n∑

k=1

[3 AkAk+1X ] = n

( ) (2.8) 3 AkAk+1X

= |�k(x, y)|/2

(2.9)
n∑

k=1

|�k(x, y)| = 2( n )

(
=

n∑
k=1

|�k(0, 0)|
)

(2.9) n

( )

(2.10) n =
n⋂

k=1

Hk

(2.9)

n = n ∩ �k(x, y) = 0

(2.11) n =

(
n⋂

k=1

Hk

) ⋂ (
n⋃

k=1

{(x, y); �k(x, y) = 0}
)

n

(2.12)
n∑

k=1

|�k(x, y)|+
n∏

k=1

|�k(x, y)| =
n∑

k=1

|�k(0, 0)|

4



2n 3

[4] ( 2 )

{(x, y); x ≥ 0} |x| − x = 0

[0, 1] = {x; 0 ≤ x ≤ 1} |x|+ |x− 1| − 1 = 0

(2.7) Hk (2.10) n

(2.13)
n∑

k=1

(
|�k(x, y)| − |�k(0, 0)|

�k(0, 0)
�k(x, y)

)
= 0

(2.9)

(2.12) [0, 1]

fk(x, y) := |�k(x, y)|+ |x−ak|+ |x−ak+1|+ |y− bk|+ |y− bk+1|− |ak−ak+1|− |bk− bk+1|

AkAk+1 fk(x, y) = 0 2 n

(2.14)
n∏

k=1

fk(x, y) = 0

(2.14) 1

. 2n n

2n

2n 1

(2.15)
n∑

k=1

∣∣∣∣x cos kπn − y sin
kπ

n

∣∣∣∣ =

§3.

(1) −1 +
∣∣|x| − |y|∣∣ = 0.

(2) −1 +
∣∣| − 2 + x| − | − 2 + y|∣∣ = 0.

(3) −1 +
∣∣∣∣∣−2 + |x|∣∣ − ∣∣−2 + |y|∣∣∣∣∣ = 0.

2fk(x, y) = 0 �k(x, y) = 0 |x− ak|+ |x− ak+1| = |ak − ak+1| |y − bk|+ |y − bk+1| =
|bk − bk+1| 2 x ak ak+1 y bk bk+1
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(4) −1 +
∣∣∣∣∣−2 + | − 4 + x|∣∣ − ∣∣−2 + | − 4 + y|∣∣∣∣∣ = 0.

(1) (2) (3) (4)

(5) −1 +
∣∣∣ ∣∣∣−2 +

∣∣−4 + |x|∣∣∣∣∣ − ∣∣∣−2 +
∣∣−4 + |y|∣∣∣∣∣ ∣∣∣ = 0.

(6) 4
√
3−√

3|x| − 3|√3− y| − ∣∣√3|x| − |√3− y|∣∣−√
3
∣∣∣|x|+√

3
(|√3− y| − ∣∣√3|x| − |√3− y|∣∣)∣∣∣ = 0

(7) −1/2 +
∣∣∣−1 +

∣∣−2 + |x|∣∣∣∣∣ + ∣∣∣−1 +
∣∣−2 + |y|∣∣∣∣∣ = 0

(8)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣|x| − |y|∣∣ cos 5π

32
− (|x|+ |y|) sin 5π

32

∣∣∣ cos 9π
64

+ sin 9π
64

(|x| cos 5π
32

+ |y| cos 5π
32

+
∣∣|x| − |y|∣∣ sin 5π

32

)−√
2 sin 13π

64

∣∣∣ cos 13π
64

+
(
|x| cos 9π

64
cos 5π

32
+ |y| cos 9π

64
cos 5π

32
−√

2 cos 13π
64

−
∣∣∣
∣∣|x| − |y|∣∣ cos 5π

32
− (|x|+ |y|) sin 5π

32

∣∣∣+
∣∣|x| − |y|∣∣ cos 9π

64
sin 5π

32

)
sin 13π

64

= 0

(5) (6) (7) (8)

[3], [4]

3

[1], [2] 2 2

(2.8), (2.14), (2.15) (2.2)

§4. 3

(1.2) (1.4) 2 (
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2 3

2 f(x, y) 3

(4.1) Af(x, y) := f(|x|, y)
(4.2) Rθf(x, y) := f(x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ)

(4.3) Tp,qf(x, y) := f(x− p, y − q)

Tθ := Tsin θ
2
,cos θ

2
, T := T 1

2
,0

f(x, y) x, y 1 1

1

θ := (n− 2)π/n, ϕ := π/n, f(x, y) = y n

n = 2m+ 1:

(4.4) RϕA(R2ϕTθA)
m−1RϕTAf(x, y) = 0.

n = 2m:

(4.5) RϕA(R2ϕTθA)
m−1 f(x, y) = 0.

(R2ϕTθA)
m−1 A

A

A k k

n = 3, 5, 6, 7, 8

4.1 [ 3 ] θ = π/3, ϕ = π/3, f(x, y) = y 3

(4.6) RϕARϕTAf(x, y) = 0

(1.2)
√
3 + 2y − 2

√
3|x| −

√
3
∣∣∣−1 + 2

√
3y + 2|x|

∣∣∣ = 0.

(4.6) “ ”
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(4.6)

y = 0 π/3 Rϕ

A A

π/3 Rϕ x

1/2 T A 3

3

“ ”

4.2 [ 5 ] θ = 3π/5, ϕ = π/5, f(x, y) = y

(4.7) RϕA(R2ϕTθA)RϕTAf(x, y) = 0

(1.4) “ ” (

6 )

4.3 [ 6 ] θ = 2π/3, ϕ = π/6, f(x, y) = y 6

(4.8) RϕA(R2ϕTθA)
2 f(x, y) = 0

A 3

3
√
3+

√
3y−3|x|−3

∣∣∣√3(−1 + y) + |x|
∣∣∣−∣∣∣√3(−1 + y)− 3|x|+ ∣∣√3(−1 + y) + |x|∣∣∣∣∣ = 0

3

4.4 [ 7 ] θ = 5π/7, ϕ = π/7, f(x, y) = y 7

RϕA(R2ϕTθA)
2RϕTAf(x, y) = 0

(4.9) RϕA(R2ϕTθA)(R2ϕTθ)RϕTAf(x, y) = 0
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A (4.9) A 3

∣∣∣∣12 cos
π

14
− |x| cos π

14
+ y sin

π

14
+

(∣∣∣∣|x| sin π

14
+ y cos

π

14
− cos

π

7
− 1

2
sin

π

14

∣∣∣∣ − cos
π

7

)
tan

3π

14

∣∣∣∣ tan π

7

−
(
1

2
cos

π

14
− |x| cos π

14
+ y sin

π

14

)
tan

3π

14
+

∣∣∣∣|x| sin π

14
+ y cos

π

14
− cos

π

7
− 1

2
sin

π

14

∣∣∣∣ − cos
π

7
= 0

3

4.5 [ 8 ] θ = 3π/4, ϕ = π/8, f(x, y) = y RϕA(R2ϕTθA)
3 f(x, y) =

0 A

(4.10) RϕA(R2ϕTθA)(R2ϕTθ)(R2ϕTθA) f(x, y) = 0

√
2 +

√
2− (

√
2 + 1)

(
|x|+ ∣∣√1 + 1/

√
2− y

∣∣) −
∣∣∣∣|x| − ∣∣√1 + 1/

√
2− y

∣∣∣∣∣∣ = 0
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Desmos r = sin 828θ
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